Formalismo Hamiltoniano e variabili azione - angolo by Milani
					, 
						A.
13
§ 3. FORMALISMO HAMILTONIANO E VARIABILI AZIONE - ANGOLO.
Ritorneremo più avanti alla meccanica settecentesca, poichè ora
ci servono gli strumenti ottocenteschi di Cauehy, Hamitton, Jaeob~,
Uouville per trovare le opportune "viVUa.bili angolo" sui tori T(E,J)
nel dominio di Delaunay.
Il metodo di Hamilton consiste nel cercare una 6unz~one gen~
ce W= W(r, 8 ,L,G) che definisca implicitamente una ~6o~az~one
eano~ca con le relazioni
(lO) aWg =-
aG
in modo che nelle nuove coordinate (l,g,L,G) le equazioni di Hamilton
(5) si scrivano ancora nella forma Hamiltoniana
(H) • aKi =-
aL
• aKg = --
aG
•L =
•
G = aK- -
aG
dove K è H scritta nelle coordinate l,g,L,G.
Il metodo di Jacobi per trovare W e al tempo stesso per semplifi-
care l'espressione della K (e quindi le equazioni (Il) ) consiste nel
risolvere l'equaz~one ~ Hamitton - Jacob~ che in questo caso (tenendo
già conto dell'integrale dell'energia) si riduce a :
(12) aw awH(r - -)
, ar' a8 + cl> (r) - E(L,G)
• aEg = aG (L,G) cioè ad una forma simile alla (8) poichè le frequenze
perciò le equazioni (Il) si riducono a : • •L - G = O , • aEi = aLCL,G) ,
• •l,g
14
sono costanti per L,G fisso.
Per risolvere la (12) si "<I epaJta" la variabile e ponendo
dW dW •
.- = p = J = G e quindi ricavando -- = r come nella "legge a!ta.IUa."de e dr
da cui
dW •
- = r = +dr 2E(L,G) - 24i(r) - - 2r
(13) w= G +
-
r
r
V2E(L,G) -2<1>(s) Cf- - ds
s 2
+ secondo che •r ~ O •
A questo punto resta solo da verificare che l,g definite dalle (lO)
sono veramente "variabili angolo" cioè che quando l (oppure g) aumenta
di 2 TI , le vecchie variabili • •r,e,r,e ritornano allo stesso valore
tranne al più e
multiplo di 2 7T
che essendo a sua volta un angolo può aumentare di un
•
A questo scopo poniamo E(L,G) - E(L) : allora
r
-I
(14) g - + G2 G2E(L) -2<1>(s) - - (- ,')ds
S2
ro s
è una costante, g - ~~ = O e perciò g = e(ro) è una direzione in cui
r diventa uguale all'estremo di integrazione fissato. Per l<I> (r) = - r
l'integrale (14) è integrabile in termini finiti mediante un arcocoseno
e perciò si ricava .Ù1 tvun.ùt.i. Mn.U.i. .e.a. legge del.e.a. Vr.a.ùttaJUa:
(15) r = - Icos (e-g)J
15
g si indica col nome di ~omento dei p~~centAo.,
dalla quale è ovvio che
e=V l +EG2
g è una variabile angolo; se si pone r o = ll+e ,
D'altro canto
• dE
i = dI (L) = neL) è una costante, e perciò se si
vuole che i sia una variabile angolo occorre che n sia il moto me~o,
cioè la velocità angolare e mediata su [O,2rr) • Il valore del
moto medio è calcolabile poichè J= -2 è la veiocUò. alleoiaJr.e e
quindi il tempo in cui l'ellisse (15) (nel dominio di Delaunay O < e < l)
è percorsa per intero è 2rr a b- J -
.-
, perClO
neL)
(16)
2rr
- -
rr
V-2E 3 = (-2EJ'~
dE (L)
dL
(3a legge ~ Kep(.vr.o) da cui ricavo l'equazione:
•
- i - (-2E)3h
la cui soluzione si ottiene s~ando le variabili, E(L) = - l 2
2L
.-; perclO
li = n(t-to) = _. (t-to) è l'a.nomaLi.a. me~ che è una variabile angolo,
L 3
il cui aumento di 2 rr fa percorrere esattamente l volta un'orbita ellit-
tica.
Che le orbite siano periodiche è soddisfatto automaticamente sia
per la (15), sia perchè le equazioni differenziali per le variabili angolo
l,g sono
(17) •g - °
T(E,J) = T( - nel dominio di Delaunay.
. ,
e perclo
W2
W
l
= O è razionale per ogni L,G
1
2· , G)
2L
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. , .
e perclo per ognl toro
L'esistenza di variabili "az'<-one-ango.e.o" come .e.,g,L,G non è ca-
ratteristica della ".e.egge eU New:ton" <P (r) = l- -
r '
ma discende solo
dall'esistenza di due integrali primi E,J, come riconobbe Liouville
che invece deriva dalla forma molto particolare delle(1849) : eia
equazioni del problema dei due corpi gravitazionale è che i numeri di
rotazione siano sempre razionali, cioè che tutti i tori siano percorsi
con moti periodici.
Infatti si può dimostrare (B~nd, 1873) che ~e .<-.e. dom.<-n-<-o eU
Vef.aunay è (non vuoto e) un-<-one2 eU M.e.e Oltb.ae peM.oeUche, a.t.e.OM
K 2 2
<P (r) è.e.a .e.egge eU New:ton - - oppUlle quella eU Hoohe K r (K co-
It
stante).
Le variabili (.e.,g,L,G) sono note come "vaJt.<-ab~ eU Vef.aunay", ma
•
•
l'uso delle variabili
l'equazione'l:1i Keplero "
.e., g
.e.
risale a Keplero, come risale a Keplero
= u - e sin u che consente, passando at-
traverso la variabile ausiliara u (" anomalia eccentrica") di trovare
coordinate cartesiane o polari del corpo orbitante in funzione di .e.,g,L,G.
L'impiego di questi strumenti consentì subito a Keplero di formula-
re predizioni sulle posizioni dei pianeti (specie Marte) molto più nreci
. -
se di quelle basate sugli epicicli. Tuttavia la sintesi Newtoniana tra
leggi di Keplero e teoria della gravitazione consentì di aprire un campo
di ricerca più vasto: se neppure le ellissi bastano a spiegare il moto
dei pianeti in modo perfetto, specie se si formulano predizioni a lunga
I
I
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scadenza, era possibile spiegare le "diseguaglianze" dei moti reali ri-
spetto ai moti Kepleriani puri come effetto dell'attrazione dei pianeti
tra loro?
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